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Orthogonalité et distances dans l’espace – Fiche de cours

1. Base orthonormée de l’espace
On appelle base orthonormée de l’espace 3 vecteurs linéairement 

indépendants i⃗ , j⃗ , k⃗ tels que : i⃗⋅⃗j=0 j⃗⋅k⃗=0 j⃗⋅k⃗=0 et

‖i⃗‖=‖ j⃗‖=‖k⃗‖=1

2. Orthogonalité dans l’espace
a. Orthogonalité de deux droites

Deux droites de l’espace sont orthogonales lorsque la projection de 
celles-ci sur un plan sont deux droites perpendiculaires

b. Orthogonalité d’une droite et d’un plan
Une droite est orthogonale à un plan lorsqu’elle est orthogonale à deux 
droites sécantes de ce plan

Propriété : Toute droite orthogonale à un plan est orthogonale à toutes 
les droites de ce plan

c. Plan médiateur
Le plan médiateur d’un segment désigne l’ensemble des points de 
l’espace équidistants de l’extrémité de ce segment.

Propriété : Le plan médiateur passent le milieu d’un segment et est 
perpendiculaire à celui-ci.

3. Produit scalaire dans l’espace
a. Définition

Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls u⃗  et v⃗  est le re2el suivant :

u⃗⋅⃗v=‖u⃗‖⋅‖v⃗‖⋅cos(u⃗ , v⃗)
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b. Autres expressions du produit scalaire
- projeté orthogonal 

A⃗B  et C⃗D  sont deux vecteurs, C et D se projettent orthogonalement
en C’ et D’ sur la droite (AB). On a alors :

A⃗B⋅⃗CD=A⃗B⋅⃗C ' D '=AB⋅C ' D '

 définition analytique

Si  dans  un  repère  orthonormal,  u⃗  et  v⃗  ont  pour  coordonnées
respectives (x,y,z) et (x’,y’,z’) alors : 

u⃗⋅⃗v=xx '+ yy '+zz '

- définition de la norme   (formules de polarisation)  

Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls u⃗  et v⃗  peut être défini 
par :

u⃗⋅⃗v=
1

2
(‖u⃗+ v⃗‖2−‖u⃗‖2−‖v⃗‖2)

On pourra utiliser la relation suivante :

u⃗⋅⃗v=
1

2
(‖u⃗‖2+‖v⃗‖2−‖u⃗− v⃗‖2)

c. Propriétés de bilinéarité

- symétrie : u⃗⋅⃗v=v⃗⋅u⃗
- bilinéarité : pour tous réels a et b 

u⃗⋅( v⃗+ w⃗ )=u⃗⋅⃗v+ u⃗⋅⃗w        et     (a⋅⃗u)⋅(b⋅v⃗ )=a⋅b×u⃗⋅v⃗

d. Critère d’orthogonalité

{u⃗≠0⃗   et v⃗≠0⃗

u⃗⋅⃗v=0
  ⇔   u⃗ et v⃗  orthogonaux

4. Equations de droites, de plans et de sphères dans l’espace
a. Représentation paramétrique d’une droite dans l’espace

On définit une droite (d ) de l’espace avec un vecteur directeur

u⃗( xu⃗ ; yu⃗; zu⃗) et un point A ( xA ; y A ; z A)∈(d)

La représentation paramétrique de la droite (d ) est :

(d ):{
x=t⋅xu⃗+x A
y=t⋅yu⃗+ y A
z=t⋅zu⃗+zA

  t∈ℝ

b. Equation cartésienne de plan
Soit un vecteur n⃗ (a; b; c) normal à un plan.

Une équation cartésienne de ce plan est  :
ax+by+cz+d=0  avec a, b et c non tous nuls

c. Equation cartésienne de sphère
Soit Ω(xΩ , yΩ , zΩ) le centre d’une sphère de rayon R
Une équation cartésienne de cette sphère est :

(x−xΩ)
2+( y− yΩ)

2+(z−zΩ)
2=R2
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5. Distances dans l’espace
a. Distance entre 2 points

Soient A (xA ; y A ; z A) et B (xB ; yB ; zB) deux points de l’espace

On a AB=√(xB−xA)
2+( yB− y A)

2+(zB−zA)
2

b. Distance d’un point à une droite
La distance entre un point A et une droite (d) est définie par la 
distance entre le point A et son projeté orthogonal H sur la droite 
(d).

c. Distance d’un point à un plan

Soit A ( xA ; y A ; z A)  ; si l’équation cartésienne du plan de l’espace 

est (P ) :ax+by+cz+d=0

d (A , P)=
|axA+byA+czA+d|

√a2+b2+c2
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Orthogonalité et distances dans l’espace – Exercices – Devoirs 

Exercice 1   corrigé disponible
Soit ABCDEFGH un cube.

1. Montrer que (EF )⊥(BG) .

2. En déduire que (EC )⊥(BG )
3. Prouver que la droite (EC) est perpendiculaire au plan (BDG).

Indication : on pourra étudier la position de (BD) par rapport au plan (EAC).

Exercice 2   corrigé disponible
SABCD est une pyramide à base carrée de sommet S et dont toutes les côtés ont la même 
longueur a. Calculer en fonction de a, les produits scalaires suivants :

1. S⃗A . S⃗B 3. S⃗A . A⃗C

2. S⃗A . S⃗C 4. S⃗C . A⃗B

 

Exercice 3   corrigé disponible
Les droites d et d’ déFnies par les représentations paramétriques suivantes sont-elles orthogo-
nales ?

(d ):{ x=2t−1y=−3t+2
z=t

      t∈ℝ         et         (d '):{ x=3 s
y=s+2
z=−3 s−2

  s∈ℝ

Exercice 4   corrigé disponible
SABCDEFGH est un cube de centre O et d’arête a.
1. Calculer en fonction de a, les produits scalaires suivants :

a. A⃗E . B⃗G c. A⃗B . A⃗O

b. H⃗B . B⃗A

2. Déterminer dans le repère (A , A⃗B , A⃗D , A⃗E )  les coordonnées des points A, B, E,

G, H et O. 

3. Déterminer une mesure de l’angle ĤOG  à 
1

10
 de degré près
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Exercice 5   corrigé disponible
On considère un cube ABCDEFGH, d’arête de longueur 1, représenté ci-dessous et on mu-

nit l’espace du repère orthonormé (A , A⃗B , A⃗D , A⃗E ) .
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (FD).

2. Démontrer que le vecteur n⃗{ 1−1
1

 est un vecteur normal au plan (BGE) et déterminer 

une équation du plan (BGE).
3. Montrer que la droite (FD) est perpendiculaire au plan (BGE) en un point K de coordon-

nées K(23 ;
1

3
;
2

3) .

4. Quelle est la nature du triangle (BEG) ? Déterminer son aire.
5. En déduire le volume du tétraèdre (BEGD).

Exercice 6   corrigé disponible

L’espace E est rapporté à un repère orthonormal (O ,i⃗ , j⃗ , k⃗ ) .

On appelle P le plan d’équation 2x – y + 5 =0 et P’ le plan d’équation 3x + y – z =0.

1. Montrer que P et P’ sont sécants en une droite D dont une représentation paramétrique est :

{ x=α
y=2α+5
z=5α+5

  avec  réel donné

2. Les aUrmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? JustiFer précisément vos réponses :

AUrmation 1 : D est parallèle au plan R d’équation -5x +5y – z = 0

Soit D’ la droite de l’espace de représentation paramétrique :

{x=−3β
y=1+β
z=2+2 β

 avec  réel donné

AUrmation 2 : D et D’ sont coplanaires.

Exercice 7    corrigé disponible
Pour chacune des questions suivantes, trois réponses sont proposées et une seule est exacte.

L’espace E est rapporté à un repère orthonormal (O ,i⃗ , j⃗ , k⃗ ) .

La droite D est déFnie par la représentation paramétrique {x=5−2ty=1+3 t
z=4

     t∈ℝ

1. On note P le plan d’équation cartésienne 3x + 2y + z – 6 =0

(a)  La droite D est perpendiculaire au plan P,
(b)  La droite D est parallèle au plan P,
(c)  La droite D est incluse dans le plan P.

2. On note D’ la droite qui passe par le point A de coordonnées (3 ; 1 ; 1) et a pour vecteur 

directeur u⃗ '=2 i⃗− j⃗+2 k⃗ .

(a)  Les droites D et D’ sont parallèles,

(b)  Les droites D et D’ sont sécantes,

(c)  Les droites D et D’ ne sont pas coplanaires.
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Exercice 8    corrigé disponible

L’espace E est rapporté à un repère orthonormal (O ,i⃗ , j⃗ , k⃗ ) . 
t et t’ désignent des paramètres réels.

Le plan P a pour équation x – 2y + 3z + 5=0.

La droite D a pour représentation paramétrique {x=−2+t
y=−t
z=−1−t

  t∈ℝ

On donne les points de l’espace M(-1 ; 2 ; 3) et N(1 ; -2 ; 9).

1. (a) La droite D et le plan P sont sécants au point A(-8 ; 3 ; 2).

(b)  La droite D et le plan P sont perpendiculaires.

(c)  La droite D est une droite du plan P.

(d) La droite D et le plan P sont strictement parallèles.

2. (a) La droite (MN) et la droite D sont orthogonales.

(b) La droite (MN) et la droite D sont sécantes.

(c) La droite (MN) et la droite D sont confondues.

Exercice 9   corrigé disponible

Exercice 10 corrigé disponible

On considère un cube ABCDEFGH, d’arête de longueur 1, représenté page suivante et on 

munit l’espace du repère orthonormé (A , A⃗B , A⃗D , A⃗E ) . On appelle P le plan 
(AFH).
Le point I est le milieu du segment [AE].
Le point J est le milieu du segment [BC].
Le point K est le milieu du segment [HF].

Le point L est le point d’intersection de la droite (EC) et du plan P.

Ceci est un QCM. Pour chacune des questions, une seule des quatre aUrmations est exacte. 
JustiFer les réponses.
1. (a) Les droites (IJ) et (EC) sont strictement parallèles.

(b) Les droites (IJ) et (EC) sont non coplanaires.
(c) Les droites (IJ) et (EC) sont sécantes.
(d) Les droites (IJ) et (EC) sont confondues.

2. (a) Le produit scalaire A⃗F . B⃗G  est égal à 0.

(b) Le produit scalaire A⃗F . B⃗G est égal à -1.

(c) Le produit scalaire A⃗F . B⃗G est égal à  1.

 (d) Le produit scalaire A⃗F . B⃗G est égal à 2.
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Exercice   11  corrigé disponible
Exercice   12  corrigé disponible

On considère un cube ABCDEFGH dont la représentation graphique en perspective 
cavalière est donnée ci contre. Les arêtes sont de longueur 1.
L’espace est rapporté au repère orthonormé (D;D⃗A ; D⃗C ; D⃗H )

Partie A

1. Montrer que le vecteur D⃗F est normal au plan (EBG).
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (EBG).
3. En déduire les coordonnées du point I intersection de la droite (DF) et du plan 
(EBG).
On démontrerait de la même manière que le point J intersection de la droite (DF) 

et du plan (AHC) a pour coordonnées (13 ;
1

3
;
1

3)
Partie B

À tout réel x de l’intervalle [0; 1], on associe le point M du segment [DF] tel que
 D⃗M=x⋅⃗DF  

On s’intéresse à l’évolution de la mesure θ en radian de l’angle EMB lorsque le point  
M parcourt le segment [DF]. On a 0≤θ ≤π .
1. Que vaut θ si le point M est confondu avec le point D? avec le point F?
2. a. JustiFer que les coordonnées du point M sont (x ; x ; x).

b. Montrer que cosθ=
3 x

2−4 x+1

3 x
2−4 x+2

On pourra pour cela s’intéresser au produit scalaire des vecteurs M⃗E et M⃗B
3. Dresser le tableau de variations de la fonction pour 0≤θ ≤π
4. Pour quelles positions du point M sur le segment [DF] :

a. le triangle MEB est-il rectangle en M ?
b. l’angle θ est-il maximal?

4/5

Orthogonalité et distances dans l’espace – Exercices - Devoirs Terminale Générale  - Mathématiques Spécialités  -  Année scolaire 2022/2023

h?ps://physique-et-maths.fr



Exercice   13  
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