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Primitives et equations differentielles — Fiche de cours

c. Opération des primitives
1. Equation différentielle y’=f Fonction Primitive Intervalle
a. Primitive d’une fonction continue sur un intervalle f=u+v F=U+V D,ND,
e On dit que F est une primitive de f sur I lorsque F est dérivable sur I f=u'u" u™! D,
0 St avec F/=f n+1
N fou F=2u D,Nu>0
. Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur Ju
ot Y cet intervalle (a une constante d’intégration pres) f= u' e 1 D,Nu#0
o 4 T u
b. Primitive des fonctions de références u u
f=u'.e F=e D,
Foncti Primiti Intervall
onction rimitive ervalle . w F=nly D,Au#0
f(x)=a F(#) = ax R u
2 = f=u'sinu F=—cosu D,
)= Fix) =% f=u'cosu F=sinu D,
n+1 ! = -4 .
flax) = v ()= R = G
7 2. Equation différentielle y’=ay
f(x) == F(x) =Inx 10; +o0[ L’équation différentielle y'=ay est appelée équation différentielle
= = 1 linéaire homogene du premier ordre sans second membre.
4/(5 7 Flx) = in n#1 F(x) = — ( T ] — 00;0[ ou ]0; +o0| Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme :
A n—1)x ax
X . /1 - y(x)=Ce™ CeR
f(x) i\/_> F(x) =2x R*, Pour résoudre C on utilise une condition
¥
\‘/ f(x) =sinx F(x) = —cosx R
. . 14 . ,
. =ay+
&L.ﬂ‘ P — o = g - 3 Equatloq dlffer(?ntlglle y'=ay 'b a#(0
2/7’\ "/J’J Les solutions de 'équation différentielle y'=ay+b sont de la forme :
P L — eX — X ax
il fl) =e Bl)=e R y(x)=Ce —% CeR
\
/, @ Pour résoudre C on utilise une condition
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4. Equation différentielle y'=ay+f) a#0

Les solutions de I'équation différentielle y'=ay+f(x) sontdela

forme : —
y(x)=Ce™+¢(x) CeR oLy

¢(x) estune fonction de méme nature que f(x) 3
Pour résoudre C on utilise une condition

5. Principe de résolution des équations différentielles
Solution générale = Solution homogene + solution particuliere
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Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

Exercice 1 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la

fonction donnée.

1
2.x~2x—§

2
3_x,_.'~r3—-—x 4.x~3x2+%—8

1. x~--3

Exercice 2 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la

fonction donnée.

2x
1. x—e*=2e™™* 2. X — = -
(x2+3)?
X 9x?—3
3. x—» —F h. x - ———=
2Vx?+1 (x3—x)?

5. f(x)=(4—x)-(x*-8x)’

Exercice 3 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer les solutions de

'équation differentielle donnée.

1.3/'-%;/—0 2.2y —3y =8y + 4y

b —3Y —y2y =0

3.5+3y=0 5

Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

Exercice 4 corrigé disponible
Dans chaque cas, déterminer la solution F

de l'équation differentielle donnée qui respecte la
condition précisée.
1.y +y2y=0avec F(y2)=1.
2.2y’ —3y =2y + 3y’ avec F(0)=5.
y - 1 ' . 1
3. 3y +ty=>y—y avec F(3)=<-

Exercice 5 corrigé disponible
Aprés avoir déterminé une fonction affine ¢ solution
particuliere de 'équation différentielle (E): 2y’ —y = 2x,
déterminer la solution F de (E) telle que F(0)=—2.

Exercice 6
Apres avoir déterminé une fonction polynome

du second degré ¢ solution particuliére de I'équation
différentielle (E): y' + 2y = 4x?—2x + 1, déterminer la
solution F de (E) telle que F(0) = 4.
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Exercice 7
Apres avoir déterminé une fonction ¢ de la forme
x — mxe* (avec m € R) solution particuliére de 'équa-
tion différentielle (E): y’' — 2y = 2e*, déterminer la
solution F de (E) telle que F(0)=—1.

Exercice 8
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

s e B N
Lfixe—ragEil=lo; -2

2.f:x»—‘#'

(x+3yr 15135+l

Exercice 9
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
"

4\'2 — —
1 fix——xe"";I=R 2.f:x»~(exeT)2;I—R

Exercice 10
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1

1.y =e*+2e §;I=R;x0=0;y0=2

Z-y':2x(x2+1)3;l=R;xo=0;yo:23;

Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs
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Exercice 11 corrigé disponible

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

Ly =1-—3=;1=]0;+0[; X, =2; y, =2

2 v’x '

2y =3";I=R;x,=1;y,=e

Exercice 12 corrigé disponible

f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle I
de R et k est un reel.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse en justifiant.

1.Si F est positive et dérivable sur I avec F' = f, alors f
est croissante sur I.

2. Si F est décroissante et dérivable sur I avec I’ = f,
alors f est négative sur I.

3.Si F' = f, alors f est une primitive de F sur I.
4.Si F' = f, alors F est une primitive de f sur L.

5.Si F est une primitive de f sur I, alors F + k est une
primitive de f sur L.
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Exercice 13

Soit f la fonction définie sur 1 =]1; + o[ par:

_ XDy
ﬂX)— (X“1)2.

1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout xe 1 :

_ b
f(x)—a+—(x_1)2.

2. En déduire les solutions de l'équation difféerentielle

e

Exercice 14
Soit f la fonction définie sur I = |2 ; + | par:

f(x):2x3+9x2+12x+2
(x+2)?
1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pourtout x I :
C
—ax+b+—
fAx)=ax+b (x+2)%

2. En déduire les solutions de 'équation différentielle

y=r.

Exercice 15
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.2y +3y=0ety(2)=1 2.5y —-2y=0ety(5)=ce.

Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

Exercice 16

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.3y +y=0ety(y3)= %.

’ 2

2Y—x yZOety(%)Zn'.

Exercice 17

1.2y’ +y=x+1avec ¢(x)=mx+p.

2.y +3y =2x—1avec ¢(x)=mx+p.

3.y —3y=-3x?-x-2avec ¢(x)=ax’+bx+ec.
4.2y —3y =3x’—x—2 avec ¢(x)=ax?+ bx+ec.

Exercice 18 corrigé disponible

1) Résoudre I'équation différentielle 2y’ +y = 0 (E) dont I'inconnue est une fonction définie et dérivable
sur R.
2) On considere I'équation différentielle
2y'+y= e_JZC(x +1) (E)
a. Déterminer deux réels m et p tels que la fonction f définie sur R par
fG) = e"2(mx? + px)
soit une solution de (E").
b. Soit g une fonction définie et dérivable sur R. Montrer que g est solution de (E’) si et seulement si
g — f estsolution de (E).
Résoudre I'équation (E').
3) Etudier les variations de la fonction h définie sur R par

1 =2x
h(x) = Ze_f(x2 + 2x)

4) Déterminer les limites en 4+ et en —co de h.
5) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0; 7; ), on note C la courbe représentative de la fonction h

x
et T celle de la fonction x +— e 2.
a. Etudier les positions relatives de C et de T'.
b. Tracer ces deux courbes sur un méme graphique.
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Exercice 19 corrigé disponible
1) On suppose connu le résultat suivant : la fonction x — e* est I'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que
@' = ¢ et $(0) = 1. On considére un réel a.
a. Montrer que la fonction f: x = e définie sur R est solution de I'équation différentielle y’ = ay.
b. On considére une fonction g solution de I'équation différentielle y’ = ay et on note h la fonction
définie sur R par h(x) = g(x)e~%*. Montrer que h est constante.
c. Endéduire I'ensemble des solutions de y’ = ay.
2) On considére I'équation différentielle (E) : y' = 2y + cos x.
a. Déterminer les réels a et b pour que la fonction f; définie sur R par f,(x) = acosx + b sinx soit
solution de (£).
b. Résoudre I'équation différentielle (Ep) : y' = 2y.
c. Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f — f; est solution de (Ej).
d. Endéduire les solutions de (E).

e. Déterminer la solution k de (E) vérifiant k (g) =0

Exercice 20 corrigé disponible

On considere les deux équations différentielles définies sur ]—’z—r; g[ 2

(E) v"+ (1 +tanx)y =cosx
1) Déterminer les solutions de (Ej).

2) On considére deux fonctions f et g dérivables sur ]— %; g[ telles que f(x) = g(x) cosx.

(Ep) vy +y=1

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution de (Ey).
3) Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0.

Exercice 21
m On considere 1’équation différentielle % +y=x° (E).

Démontrer que la fonction f définie sur R par f(x) =x'-x +§x —% est une solution particuliere de (E).

On considére I"équation différentielle y'+5y =9¢™>* (E).

Démontrer que la fonction f'définie sur R par f° (x) =3e™>* est une solution particuliére de (E).

Résoudre I’équation différentielle y'=3y.

Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

E Résoudre I’équation différentielle 2y'=—y.
E Résoudre I’équation différentielle 2y'=5y.
|E| Déterminer la solution f de I’équation différentielle y'+2y =0 telle que f(0)=1.

Déterminer la solution f'de I’équation différentielle y'=7y telle que f° (1) =e.

Exercice 22
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1) y =3y 4) y+3y' =2
2) y¥+2y=0 5) 2y+3y'—1=0
3 y=2y+1 6) 2y =y—1

Exercice 23
Résoudre les équations différentielles proposées avec la condition initiale propo-
sée :

1) y= -5y avec f(-2)
2) y+2y' =0 avec f'(-2) =

=1
g
2

Exercice 24
Soit I'équation différentielle (E) : v’ + 3y = e**.

ae**

1) Déterminer le réel a tel que la fonction p définie sur R par p(x)
une solution particuliére de (E).

2) Résoudre sur R I'équation (E).

3) Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 1.
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Exercice 25 corrigé disponible

Donner une primitive sur I'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

1 flx=— 1=]4 ; +oof
2. f(x)zlnix) I=]0 ; +oof
3 f(x)=ir?% 1=]- n; 7l
4. f(x)=tanx I=]- %;%[
5. f(x]=1ox+4 I= &

C4xX242x+1

Exercice 26 corrigé disponible
Soit f (x) =cos’x
1. Montrer que pour toutx eRona f (x)=cos x—cos xsin”x .

2. En déduire la primitive F telle que_ F (%)ZO .

Exercice 27 corrigé disponible
On consideére la fonction f'définie par :
2x—7

f(X): x*—2x-3

Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout x élément de I’ensemble de f*:
2x—2 a b
flx)= L
x2—2x—3 x+1 x-3
En déduire une primitive F de la fonction f sur I’intervalle ]3 ;+oo].

Primitives et équations différentielles — Exercices — Devoirs

Exercice 28
On considére deux fonctions f et F définies sur I.
Dans chaque cas, montrer que F est une primitive de fsur I.
1. F(x)=(x—1)(—x+4) flx)=—2x+5 I-R
2 Flx)=(dx+1)e™  flx)=(-8x2—2x+4]e™ I-Rr
_ 3x+1 —16

3. Flx)= <—5 f(X):(x—S)Z

L Flxjzo2— flx=5xe2 1=)- 2400

Exercice 29

Donner une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

1. f(X):%XS—%X3+%X+% =R

_ 3x+3 11 o
2. f(X)—_\/X2+2X I ]3 , [
3. f(x):(2x+1)(x2+x—7) I=R
4. f(x)=(3x—1)6 =R

__ 4 1L ie
5. f(X)—(ZX_1)4 I ]2 , [
6. f(x):6xe"2+1 I-R

Exercice 30

Donner une primitive sur l'intervalle I de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x)zsin(x)cosz(x) I1=R
2. f(x)=4cos(2x+1) I-R

_sinx 1 m.n
3. f(X)—COSZX I_] 9’ 2[
4. f(x)zcosxsin4x I=R
5. f(x):sinzx =R
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Exercice 31

1) Déterminer une primitive pour les fonctions suivantes sur ’intervalle I proposé. On
indiquera clairement la forme utilisée pour déterminer la primitive.

2Y
a) f)=-— ., I=R
5 1
B 8=y » 1= [pseed

) h(x) = %lnx , I=]0;+00
2) Soit la fonction f définie sur 1 ; +oo[ par: f(x) = =

1
a) Montrer que : f(x) = _"l; 73 2(r]— 1) k2 2(x+1)

b) En déduire une primitive de f sur ]1 ; +oo[

Exercice 32
Soit (E) 'équation différentielle sur R :

y' =2y — 3y’
On cherche une solution de (E) sur R telle que :
|
O - —
u(0) = 3

1. Soit u une solution de (E) sur R qui ne s’annule pas sur R.

On définit la fonction v sur R par v = —.
u

Démontrer 1'équivalence des deux affirmations suivantes :
1
(i) u est solution de (E) et u(0) = 7

(ii)v est solution de (E') : y' = =2y + 3 et v(0) = 4.

2. Résoudre (E’) et déterminer v.

3. En déduire la résolution de (E) et la fonction u.
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