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Loi des grands nombres - Fiche de cours

1.

L’inégalité de Bienaymé-Tchébytchev
a. Variable alétoire positive
Une variable aléatoire est dite positive ou nulle dans un univers Q
lorsque toutes les valeurs prises par celle-ci sont des nombres réels

positifs ou nuls. X o’{)fh’m b bac
e
b. L’inégalité de Markov X=0n X7

X est une variable aléatoire réeve ou nulle d’espérence
E(X) ; Va>0 P(X=a|< =
) 5 Va0 /m 2

c. L'inégalité de Bienaymé-Tchébytchev
Soit X une variable aléatoire d’espérence E(X) et de variance
1409

Var (X)

2
a

P([X—E(X)|=a)<

2. Loi des grands nombres

a. L’inégalité de concentration
Soit X une variable aléatoire d’espérence E(X) et de variance

1409
On appelle M, lavariable moyenne avec M = % Z X,
P(M, —E(X )z a)< Y2 X)
na

b. Loi faible des grands nombres
lim P(|M,—E(X)|za)=0

n-=>w

Loi des grands nombres - Fiche de cours
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-~V

Durée de I'épreuve : 4 heures

EXERCICE 1 5 points

On considére le cube ABCDEFGH d’aréte
1 représenté ci-contre.

On note K le milieu du segment [HG].

On se place dans le repere orthonormé

—»—»—»)

(A; AD, AB,AE).

1. Justifier que les points C, F et K défi-
nissent un plan.

2. a. Donner, sans justifier, les lon-
gueurs KG, GF et GC.
b. Calculer l'aire du triangle FGC.

c. Calculer le volume du tétra-
edre FGCK.

On rappelle que le volume V d’un tétraédre est donné par :

X

1
:—%Xh,
3

ou 48 est l'aire d’'une base et i la hauteur correspondante.

3. a. Onnote n le vecteur de coordonnées (2

1

1

).

Démontrer que 7 est normal au plan (CFK).

b. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (CFK) est :

X+2y+z-3=0.

EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

\ L'usage de la calculatrice avec mode examen actif est autorisé

Le sujet propose 4 exercices

4. Onnote A la droite passant par le point G et orthogonale au plan (CFK).

Démontrer qu'une représentation paramétrique de la droite A est :

x
y
z

1+1¢
1+2t1
1+1

(teR)

o
-
=
o
<
A
L
.
A
O
D 9
2.
(k| 7=)
A
—x-1) —ox0
y = A
2.
A
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5. Soit L le point d’intersection entre la droite A et le plan (CFK).

a. Déterminer les coordonnées du point L.

6
b. En déduire que LG = %

6. En utilisant la question 2., déterminer la valeur exacte de 'aire du triangle CFK.

EXERCICE 2 5 points
On considere la fonction f définie sur [0; +ool par:
flx)y=xe™™.

On note 6 sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.
On admet que f est deux fois dérivable sur [0 ; +ool.

On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. Enremarquant que pour tout x dans [0; +oo[, on a
x
f(x) = ;

démontrer que la courbe 6 posséde une asymptote en +oo dont on donnera une
équation.
2. Démontrer que pour tout réel x appartenanta [0 ; +ool :

flo=0-xe™

3. Dresser le tableau de variations de f sur [0; +ool, sur lequel on fera figurer les valeurs
aux bornes ainsi que la valeur exacte de I'extremum.

4. Déterminer, sur I'intervalle [0 ; +ool, le nombre de solutions de I'équation

367

F=1500°

5. On admet que pour tout x appartenanta [0; +ool :
f'(x)=e *(x-2).

Etudier la convexité de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.
A

6. Soit a un réel appartenant a [0 ; +ool T,
et A le point de la courbe €y d’abs- A
cisse a. H :
a

On note T, la tangente a € en A.

On note H, le point d'intersection de :
la droite T, et de I'axe des ordonnées.  g(q) : €
On note g(a) 'ordonnée de H,. :
La situation est représentée sur la fi- : —
gure ci-contre. a

Nouvelle-Calédonie 2 29 aotlit 2023
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a. Démontrer qu'une équation réduite de la tangente T, est :

y=[0-ae % x+a’e

b. En déduire I'expression de g(a).

c. Démontrer que g(a) est maximum lorsque A est un point d’'inflexion de la courbe
Ef.

Les traces de recherche, méme incomplétes ou infructueuses, seront valorisées.

EXERCICE 3 5 points

On considere la suite (1) telle que 1y = 0 et pour tout entier naturel 7 :

—Uu,—4

Upe1 = — -
Up,+3

On admet que u, est défini pour tout entier naturel r.

1. Calculer les valeurs exactes de u; et uy.
2. On considére la fonction terme ci-dessous écrite de maniéere incompléte en langage

Python :
def terme (n)
u= ... On rappelle qu'en langage Py-
for i in range(n): thon, «1i in range (n) » si-
u= ... gnifie que i variede0a n—1.
return(u)

Recopier et compléter le cadre ci-dessus de sorte que, pour tout entier naturel n, 'ins-
truction terme (n) renvoie la valeur de u;,.

3. Soit la fonction f définie sur ] —3; +oo[ par:

fl) =

x+3°

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a u;+1 = f (uy).

Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur ] —3; +ool.
4. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

—2<Up41 < Up.

5. En déduire que la suite (u;) est convergente.
6. Soit la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

1
Uy = .
& Up+2

a. Donner vy.

Nouvelle-Calédonie 3 29 aotit 2023
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b. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique de raison 1.
c. En déduire que pour tout entier naturel n > 1:

1
n+0,5

Up =

d. Déterminer la limite de la suite (u,,).

EXERCICE 4 5 points

Cet exercice est un questionnaire d choix multiples.

Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre réponses proposées est exacte.
Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre de la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse fausse, une absence de réponse, ou une réponse multiple, ne rapporte ni n'enléve
de point.

Lénoncé ci-dessous est commun aux questions 1. et 2.

Les 200 adhérents d'un club sont des filles ou des garcons. Ces adhérents pratiquent I'aviron
ou le basket selon la répartition figurant dans le tableau ci-dessous.

Aviron Basket Total
Filles 25 80 105
Garcons 50 45 95
Total 75 125 200

On choisit un adhérent au hasard et on considere les évenements suivants :

F :Tadhérent est une fille;
A :Tadhérent pratique 'aviron.

1. Laprobabilité de F sachant A est égale a:

25 25 25 75
a. — b. — c. — . —
100 75 105 105
2. Laprobabilité de'événement AU F est égale a :

9 1 31 5

a. — b. — c. — .
10 8 40 36

Lénoncé ci-dessous est commun aux questions 3. et 4.

Pour se rendre a son travail, Albert peut utiliser au choix le bus ou le train.

Nouvelle-Calédonie 4 29 aotit 2023
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La probabilité que le bus soit en panne est égale a b.

La probabilité que le train soit en panne est égale a .

Les pannes de bus et de train surviennent de fagon indépendante.
3. Laprobabilité p; que le bus ou le train soient en panne est égale a :

a. pp=>bt b. p1=1-bt c. pi=b+t d. pyr=b+t-bt
4. Laprobabilité p, que Albert puisse se rendre a son travail est égale a :
a. pp=bt b. po=1-bt c. po=b+t d. po=b+t-bt
5. On considere une piece de monnaie pour laquelle la probabilité d’obtenir FACE est
égale a x.
On lance la piece n fois. Les lancers sont indépendants.

La probabilité p d’obtenir au moins une fois FACE sur les 7 lancers est égale a

a p=x" b. p=(1-x" c. p=1-x" d p=1-(1-x"

Nouvelle-Calédonie 5 29 aotit 2023
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EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Durée de I'épreuve : 4 heures
L'usage de la calculatrice avec mode examen actif est autorisé

Le sujet propose 4 exercices

EXERCICE 1 5 points

Une entreprise de location de bateaux de tourisme propose a ses clients deux types de ba-
teaux : bateau a voile et bateau a moteur.

Par ailleurs, un client peut prendre I'option PILOTE. Dans ce cas, le bateau, qu'il soit a voile
ou a moteut, est loué avec un pilote.

On sait que :

¢ 60 % des clients choisissent un bateau a voile; parmi eux, 20 % prennent l'option PI-
LOTE.

e 42 % des clients prennent I'option PILOTE.

On choisit au hasard un client et on considere les événements :

e V:«le client choisit un bateau a voile »;
e L:«leclient prend 'option PILOTE ».

Les trois parties peuvent étre traitées de maniere indépendante
Partie A

1. Traduire la situation par un arbre pondéré que I'on complétera au fur et a mesure.

2. Calculer la probabilité que le client choisisse un bateau a voile et qu’il ne prenne pas
I'option PILOTE.

3. Démontrer que la probabilité que le client choisisse un bateau a moteur et qu’il prenne
I'option PILOTE est égale a 0,30.

4. En déduire Py;(L), probabilité de L sachant que V n’est pas réalisé.

5. Un client a pris 'option PILOTE.

Quelle est la probabilité qu’il ait choisi un bateau a voile? Arrondir a 0,01 pres.

Partie B

Lorsqu’un client ne prend pas I'option PILOTE, la probabilité que son bateau subisse une
avarie est égale a 0,12. Cette probabilité n’est que de 0,005 si le client prend 'option PILOTE.

On considere un client. On note A 1'événement : « son bateau subit une avarie ».

A.P.M.E.P.
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1. Déterminer P(Ln A) et P(Ln AJ.
2. Lentreprise loue 1000 bateaux.

A combien d’avaries peut-elle s’attendre?

Partie C

On rappelle que la probabilité qu'un client donné prenne I'option PILOTE est égale a 0,42.

On considére un échantillon aléatoire de 40 clients. On note X la variable aléatoire comptant
le nombre de clients de I’échantillon prenant I'option PILOTE.

1. On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Donner sans justification
ses parametres.

2. Calculer la probabilité, arrondie a 10-3, qu’au moins 15 clients prennent 'option PI-
LOTE.

EXERCICE 2 5 points
On considere la suite (u,) définie par 1y = 3 et, pour tout entier naturel n, par:

Up+1 =5u,—4n-3.

1. a. Démontrer que u; = 12.
b. Déterminer u, en détaillant le calcul.
c. Al'aide dela calculatrice, conjecturer le sens de variation ainsi que la limite de la
suite (uy).
2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:

u,=>n+l.

b. En déduire la limite de la suite (u,).
3. On considere la suite (v;) définie pour tout entier naturel n par :
Vp=Up—n-—1.

a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique.

Donner sa raison et son premier terme vy.
b. En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de v, en fonction de n.
c. En déduire que pour tout entier naturel 7 :

U,=2x5"+n+1.

d. En déduire le sens de variation de la suite (u;,).
4. On considere la fonction ci-contre, écrite de maniere in-

compléte en langage Python et destinée a renvoyer le plus def suite() :
petit entier naturel 7 tel que u,, > 10". u=3
n=0
a. Recopier le programme et compléter les deux ins- while -
tructions manquantes. u— '
b. Quelle est la valeur renvoyée par cette fonction? n=n+1
returnn

Nouvelle-Calédonie Jour 1 2 28 aotit 2023
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EXERCICE 3 5 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une
seule des quatre réponses proposées est exacte.

Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre de la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse fausse, une absence de réponse, ou une réponse multiple, ne rapporte ni n'enléve
de point.

1. On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = (x+ 1)e*.
Une primitive F de f sur R est définie par :
aFx)=1+xe* b.F(x)=1+x)e*

%2
c.Fx)=2+x)e”* d. F(x) = ?+x) e”.

Dans toute la suite de I'exercice, on se place dans 'espace muni d'un repére orthonormé
(O; L ], k)

2. On considere les droites (d;) et (d2) dont des représentations paramétriques sont res-

pectivement :
X = 2+4r x = 1-s
d)s v = 1+r (reR) et(d)s v = —-1l+s (seR)
z = -r z = 2-s

Les droites (d;) et (dy) sont :

a. sécantes. b. strictement paralléles.
c. confondues. d. non coplanaires.

3. On considere le plan (P) dont une équation cartésienne est :
2x—y+z—-1=0.

On considere la droite (A) dont une représentation paramétrique est :

X = 2+u
y = 4+u (ueR)
z = 1-u
La droite (A) est :
a. sécante et non orthogonale b. incluse dans le plan (P).
au plan (P).
c. strictement parallele au plan (P). d. orthogonale au plan (P).

4. On considere le plan (P;) dont une équation cartésienne est x—2y+z+1 =0, ainsi que
le plan (P,) dont une équation cartésienne est2x+ y+z—6=0.

Les plans (P;) et (P,) sont :

Nouvelle-Calédonie Jour 1 3 28 aolit 2023
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a. sécants et perpendiculaires. b. confondus.
c. sécants et non perpendiculaires. d. strictement paralléles.

5. On considere les points E(1; 2; 1), F(2;4; 3) et G(-2; 2; 5).

On peut affirmer que la mesure a de 'angle FEG vérifie :

a. a =90° b. a>90° c.a=0° d. a=71°

EXERCICE 4 5 points

On considere la fonction f définie pour tout réel x de I'intervalle ]0 ; +oo[ par:

f(x) =5x% +2x - 2x*In(x).

On note 6 la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan.
On admet que f est deux fois dérivable sur 'intervalle 10 ; +ool.

On note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. a. Démontrer que la limite de la fonction f en 0 est égale a 0.
b. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

2. Déterminer f’(x) pour tout réel x de I'intervalle ]0 ; +ool.

3. a. Démontrer que pour tout réel x de I'intervalle ]0 ; +oo[

f"(x) =41 -1n(x)).

b. En déduire le plus grand intervalle sur lequel la courbe €+ est au-dessus de ses
tangentes.
c. Dresser le tableau des variations de la fonction f’ sur I'intervalle 10 ; +ool.
(On admettra que lim f'(x) =2 etque lim f'(x) = —c0.)
x—0 X—+00
x>0
4. a. Montrer que I'équation f’(x) = 0 admet dans l'intervalle ]0 ; +oo[ une unique
solution a dont on donnera un encadrement d’amplitude 1072,

b. En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle ]0 ; +ool ainsi que le tableau des va-
riations de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +oo].

5. a. Enutilisant I'égalité f’(a) = 0, démontrer que :

4a+1
In(a) = .
2a

En déduire que f(a) = a® +a.
b. En déduire un encadrement d’amplitude 10~! du maximum de la fonction f.
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